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高高高一一一. 從集合 {1, 2, 3, . . . , 60} 中取出三相異數，試求滿足三數乘積為 4 的倍數之方法數共有

多少種。

解解解. 三偶：C30
3 ，兩偶一奇 C30

2 · 30，一偶兩奇：15 · C30
2 ，故共有 C30

3 + C30
2 · 30 + 15 · C30

2 = 23635。

高高高二二二. 設實數 a, b 滿足 a2 + ab+ b2 = 1，試求 a2 + b2 的最大、最小值。

解解解1. 令 k = a2 + b2，則

a2 + ab+ b2 = 1

a2 + b2 = k
⇒ ab = 1− k ⇒ b = 1−k

a
⇒ a2 + (1−k

a
)2 = k

⇒ a4 − ka2 + (1− k)2 = 0，故 x = a2 為方程式 x2 − kx+ (1− k)2 = 0 之解，因此其判別式非負，即

k2 − 4(1− k)2 ≥ 0 ⇒ 3k2 − 8k + 4 ≤ 0 ⇒ (3k − 2)(k − 2) ≤ 0 ⇒ 2
3
≤ k ≤ 2。

檢查等號是否成立，若 k = 2，則 a4−2a2+1 = 0⇒ a2 = 1⇒ (a, b) = (1,−1)或 (−1, 1)；若 k = 2
3
，

則 a4 − 2
3
a2 + 1

9
= 0 ⇒ a2 = 1

3
⇒ (a, b) = ( 1√

3
, 1√

3
) 或 (− 1√

3
,− 1√

3
)。

故最大、最小值分別分 2
3
, 2。

解解解2. a2 + ab+ b2 = k(a2 + b2) + (1− k)a2 + ab+ (1− k)b2。

欲使 (1− k)a2 + ab+ (1− k)b2 為某式之平方，取 k 使得 D = 12 − 4(1− k)2 = 0，即 k 可為 1
2
, 3

2
。

1 = a2 + ab+ b2 = 1
2
(a2 + b2) + 1

2
(a+ b)2 ⇒ a2 + b2 ≤ 2，且當 a = −b 時等號成立。

1 = a2 + ab+ b2 = 3
2
(a2 + b2)− 1

2
(a− b)2 ⇒ a2 + b2 ≥ 2

3
，且當 a = b 時，等號成立。故最大、最小值

分別分 2, 2
3
。

解解解3. 令

x = 1√
2
a− 1√

2
b

y = 1√
2
a+ 1√

2
b
，則

a = 1√
2
x+ 1√

2
y

b = −1√
2
x+ 1√

2
y
, a2 + ab+ b2 = 1

2
x2 + 3

2
y2, a2 + b2 = x2 + y2。

由 1
2
x2 + 3

2
y2 = 1，同解2論述可得 2

3
≤ x2 + y2 ≤ 3，兩等號分別在 x = 0, y = 0 時成立，故最大、最小

值分別為 3, 2
3
。


