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高高高一一一. 設數列 〈an〉 滿足遞迴關係 an+2 = can+1 + dan，其中 c, d 為實數，n 為任意正整數。

1. 試證明：若方程式 x2 − cx − d = 0 之解為 x = α 二重實根且 α 6= 0，則數列

〈bn〉 =
〈
an
αn

〉
為一等差數列。(5分)

2. 若 an+2 = 6an+1 − 9an 且 a1 = 0, a2 = 1，試求 an 的一般式。

(以 n 表示 an，例 2n− 1, n+ (−1)n)(5分)

證證證1. x2 − cx− d = 0 之解為 x = α 重根，由根與係數關係知 c = 2α, d = −α2。

bn+2 =
an+2

αn+2 = 2αan+1−α2an
αn+2 = 2an+1

αn+1 − an
αn = 2bn+1 − bn ⇒ bn+2 − bn+1 = bn+1 − bn，故 bn 為等差

數列。

解解解2. x2 − 6x + 9 = 0 之解為 x = 3 重根，由 1. 知
〈
an
3n

〉
為一等差數列，而其首項為 0，次項為 1

9
，故

an
3n

= n−1
9
⇒ an = n · 3n−2 − 3n−2。

高高高二二二. 設數列 〈an〉 滿足遞迴關係 an+2 = can+1 + dan，其中 c, d 為實數，n 為任意正整數。

1. 試證明：若方程式 x2 − cx− d = 0 有兩相異非零實根 α, β，則數列

〈tn〉 = 〈an+1 − βan〉, 〈sn〉 = 〈an+1 − αan〉 為兩等比數列，且其公比分別為 α, β，

即

{
an+2 − βan+1 = α(an+1 − βan)
an+2 − αan+1 = β(an+1 − αan)

。 (5分)

2. 若 an+2 = an+1 + 6an 且 a1 = 1, a2 = 1，試求 an 的一般式。(5分)

證證證1. 方式式 x2 − cx − d = 0 之兩根為 α, β，由根與係數關係知 c = α + β, d = −αβ。因此
an+2 = (α+β)an+1−αβan，將 αan+1移項，整理得 an+2−αan+1 = βan+1−αβan = β(an+1−αan)
⇒ an+2 − αan+1 = β(an+1 − αan)。同理移項 αan+1 整理可得 an+2 − αan+1 = β(an+1 − αan)。

解解解2. 方程式 x2 − x− 6 = 0 之解為 x = 3 或 −2，由 1. 可得

an+1 − 3an = (−2) (an − 3an−1) = (−2)2 (an−1 − 3an−2) = . . . = (−2)n−1(a2 − 3a1) = (−2)n。
an+1 + 2an = 4 · (an + 2an−1) = 32 · (an−1 + 2an−2) = . . . = 3n−1(a2 + 2a1) = 3n。

解聯立方程式

an+1 − 3an = (−2)n

an+1 + 2an = 3n
得 an = 3n−(−2)n

5
。


