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高一：設 x , y , z為正實數，且
1 1 1

x y z xy yz zx
x y z

        。 

高一：當 x y m  時， 2xy z 有最小值 n，試問m , n的值。 

解
1 1 1

1
xy yz zx

xy yz zx xyz
x y z xyz

 
          

解
2

2 2 2 2
2

xy z
xyz xy z


    ，等號成立於 2xy z ，即 2 2

2 1
2

xyz z z     

解 ( )x y z xy z x y        
2 2 2 2

2 (1 ) 2 1
2 2 2 2

x y x y x y x y                

解 故 2 1m   , 2 2n  的值。 

解
1 1 1

1
xy yz zx

xy yz zx xyz
x y z xyz

 
         

解 令 x y z xy yz zx a      ，則 x , y , z 為方程式 3 2 1 0r ar ar    的三個根 

解 由 3 2 21 ( 1) (1 ) 1r ar ar r r a r         可知：方程式 3 2 1 0r ar ar    有一根為 1 

解 故下列情況必有一成立： 1z  或 1x  或 1y   

解 (A)若 1z  ，則 1xy  ，而 2 3xy z   

解 (B)若 1x  ，則 1yz  ，而
1

2 2 2 2 2xy z y z z
z

       

解 (B)等號成立於
1

2z
z
 時，即

1

2
z  ，此時

1
1 1 1 2x y y

z
        

解 (C)若 1y  ，則 1zx  ，而
1

2 2 2 2 2xy z x z z
z

       

解 (B)等號成立於
1

2z
z
 時，即

1

2
z  ，此時

1
1 1 2 1x y x

z
        

解 綜合上述討論：當 1 2x y   時， 2xy z 的最小值為2 2  

另解 (B)若 1x  ，則 1yz  ，而
21 1 2

2 2 2
z

xy z y z z k
z z


      

令

，即 22 1 0z kz    

解 (B)(B 由方程式有實根可知：判別式 0 ，即 2 8 0 2 2k k    或 2 2k   (不合) 

解 (B)(B 當 2 2k  時，即 22 2 2 1 0z z  
1

2
z  ，此時

1
1 1 1 2x y y

z
        
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高二：如圖，一煙火在地表施放處垂直升空35公尺時爆炸，已知煙火爆炸半徑為21公尺，試問觀賞者

(身高不計，且處於同一地表)位於離煙火施放處多少公尺可以有最大視角？(視角即為觀賞者分

別與煙火最高點及煙火最低點連線之夾角) 

解 令觀察者為 A，煙火施放處為 B，煙火最低點為 C，煙火最高處為 D， AB x ， 

解 則 35 21 14BC    ， 35 21 56BD    ， 

解 且  

56 14

tan tan 42
tan tan

56 14 7841 tan tan
1

DAB CAB x xDAC DAB CAB
DAB CAB

x
x x x


  

      
  

  

， 

解 由算幾不等式知：

784

784

2

x
x x

x



  ，即
784

56x
x

  ， 

解 故
42 42 3

tan
784 56 4

DAC

x
x

   



 

解 等號成立於
784

x
x

 ，即 28x   

解 故觀賞者離煙火施放處 28 公尺可以有最大視角 

解 過觀察者 A、煙火最高處 D、煙火最低處 C 作一外接圓，並令其圓心為 O，此時視角為
1

2
DOC  

解 不難發現：若圓心 O 離直線CD越近，則 DOC 越大，即外接圓越小，其視角越大 

解 因此視角最大值發生在外接圓與地表(地平線)相切時 

解 令此時觀察者 A 距離煙火施放處 B 為 x公尺，則 2 2 235 21 28x x     

解 不失一般性，設觀察者 ( ,0)A a ，其中 0a  、煙火最高處 (0,56)D 、煙火最低處 (0,14)C  

解 過觀察者 A、煙火最高處 D、煙火最低處 C 作一外接圓，並令其圓心為 ( ,35)O b  

解 顯然，若圓心 O 離直線CD越近，則 DOC 越大，即b越小，其視角越大(視角
1

2
DOC  )  

解 直線 AC的中垂線方程式： 7 ( )
14 2

a a
y x   (過點 ( ,7)

2

a
，且斜率為

14

a
)，即

2

14 98
2

a
ax y    

解 將圓心 ( ,35)O b 代入上式得
2

784

784
490 98 28

2 2

a
a aab b a

a



         

解 等號成立於
784

a
a

 ，即 28a  ，故觀察者 A 距離煙火施放處 B 為28公尺時，有最大視角 


