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《第二回》解析

高高高一一一. 假設數列 {an} 滿足 an+1 = 2an + an−1, n ≥ 2。

1. 若 an = rn, r 6= 0，則 r = 。(兩解)

2. 若 p, q 為 1. 之兩解，試證：bn = xpn + yqn，亦滿足 bn+1 = 2bn + bn−1, n ≥ 2。

3. 若 a1 = a2 = 1，則 an 的一般式為何？(即以 n 表示 an (n ∈ N))。

解解解析析析.

1. rn+1 = 2rn + rn−1 ⇒ r2 − 2r − 1 = 0⇒ r = 2±
√
8

2
= 1±

√
2。

2. 由 p, q 為 1. 之兩解知 pn+1 = 2pn + pn−1和 qn+1 = 2qn + qn−1。

因此 bn+1 = xpn+1 + yqn+1 = x(2pn + pn−1) + y(2qn + qn−1) = 2(xpn + yqn) + (xpn−1 + yqn−1) =

2bn + bn−1。

3. 取適當的 x, y 使得 b1 = b2 = 1，即 x, y 滿足方程式

xp2 + yq2 = 1

xp+ yq = 1
⇒ x = 1−q

p(p−q) , y = 1−p
q(q−p)。

取 (p, q) = (1 +
√
2, 1 −

√
2)，得 x = 1

2+2
√
2
, y = 1

2−2
√
2
，得 bn = (1+

√
2)n−1

2
+ (1−

√
2)n−1

2
，且

b1 = b2 = 1 和 bn+1 = 2bn + bn−1。故 an = bn = (1+
√
2)n−1

2
+ (1−

√
2)n−1

2
。

高高高二二二. 定義

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3

b1 b2 b3

c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≡ a1b2c3 + b1c2a3 + c1a2b3− a1c2b3− b1a2c3− c1b2a3。設 x, y, z 為

方程 t3 − 2013t+ 3t− 21 = 0 之三根，試求

∣∣∣∣∣∣∣∣
−2x x+ y x+ z

y + x −2y y + z

z + x z + y −2z

∣∣∣∣∣∣∣∣。
解解解析析析.∣∣∣∣∣∣∣∣

−2x x+ y x+ z

y + x −2y y + z

z + x z + y −2z

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −8xyz + 2(x+ y)(y + z)(z + x) + 2y(x+ z)2 + 2x(y + z)2 + 2z(x+ y)2

= 4x2y + 4x2z + 4xy2 + 4xz2 + 4y2z + 4yz2 + 8xyz

注意 (xy + yz + zx)(x+ y + z) = x2y + x2z + xy2 + xz2 + y2z + yz2 + 3xyz。

故所求可化簡為 4 ((xy + yz + zx)(x+ y + z)− xyz)。

由根與關係知上式 = 4 · (3 · 2013− 21) = 24072。


