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高高高一一一. (1) 試求
√
1156 =？(2) 設 n 為正整數，猜測

√
11 . . . 11︸ ︷︷ ︸

n

55 . . . 5︸ ︷︷ ︸
n−1

6，並證明之。

解解解析析析. 不難計算得
√
1156 = 34,

√
111556 = 334，進而猜測

√
11 . . . 11︸ ︷︷ ︸

n

55 . . . 5︸ ︷︷ ︸
n−1

6 = 33 . . . 33︸ ︷︷ ︸
n−1

4。以下有

四種證明方法：

證證證1. 33 . . . 33︸ ︷︷ ︸
n−1

4 = 10n+2
3

, (33 . . . 33︸ ︷︷ ︸
n−1

4)2 =
(
10n+2

3

)2
= 102n+4·10n+4

9
= 102n−1+4·(10n−1)

9
+1 = 11 . . . 11︸ ︷︷ ︸

n

55 . . . 5︸ ︷︷ ︸
n−1

6。

證證證2. 11 . . . 11︸ ︷︷ ︸
n

55 . . . 5︸ ︷︷ ︸
n−1

6 = 102n−10n

9
+ 10n−10

9
· 5 + 6 = 102n+4·10n+4

9
=
(
10n+2

3

)2
。

證證證3. x2 = (x− 1)(x+1)+1⇒

(
33 . . . 33︸ ︷︷ ︸

n−1

4

)2

=

(
33 . . . 333︸ ︷︷ ︸

n

)(
33 . . . 33︸ ︷︷ ︸

n−1

5

)
+ 1

=

(
11 . . . 1︸ ︷︷ ︸

n

)(
1 00 . . . 00︸ ︷︷ ︸

n−1

5

)
+ 1 = 11 . . . 11︸ ︷︷ ︸

n

55 . . . 5︸ ︷︷ ︸
n−1

6.

證證證4. 以數學歸納法證明之，令 an = 33 . . . 33︸ ︷︷ ︸
n−1

4，欲證命題 a2n = 11 . . . 11︸ ︷︷ ︸
n

55 . . . 5︸ ︷︷ ︸
n−1

6。

n = 1 時，a1 = 4, 42 = 16，命題 n = 1 時成立。

設 n = k, (k ∈ N) 時命題亦成立，即 a2k = 11 . . . 11︸ ︷︷ ︸
k

55 . . . 5︸ ︷︷ ︸
k−1

6。

當 n = k + 1 時，ak+1 = 10ak − 6，a2k+1 = 100a2k − 120ak + 36。

由歸納假設，再計算可得 a2k+1 = 11 . . . 11︸ ︷︷ ︸
k+1

55 . . . 5︸ ︷︷ ︸
k

6。故由數學歸納法得證。

高高高二二二. 今有一階梯共有 15 階，小明自底部以每次 1 階或 2 階方式向上，但不踩第 5 階及第

9 階，問共有幾種方式爬到頂端？

解解解析析析. 可遞迴求解之，假設 an 為 n階不踩 5, 9之方法數。則 an = an−1+an−2，當 n 6= 5, 9且 n ≥ 3，

其中 a5 = a9 = 0。以下表記錄 an 之值，故有 80 種方法。

1 2 3 5 0 5 5 10 0 10 10 20 30 50 80

推推推廣廣廣. 可改為任意階樓梯，有任意階不能踩，即有 sn 階樓梯，但第 sk, k = 1, 2, 3, . . ., n− 1 為不能踩

之階數，其中 sk ∈ N 且 sk+1 − sk > 1, 。則其方法數為 Fs1 ·
(

n−1∏
k=2

Fsk−sk−1−1

)
· Fsn−sn−1，其中

Fn 為斐波那契數列，滿足 F1 = F2 = 1, Fk+2 = Fk+1 + Fk，
n−1∏
k=2

pi = p2 · p3 · p4 · · · pn−1。


